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Streszczenie

Nieréwnos$¢ Dooba pozwala oszacowaé p-ta norme (dla p > 1) funkcji maksymalnej martyn-
gatu przez jego p-ta norme. Wykorzystujac metode funkcji specjalnych Burkholdera dowodze
analogicznej nieréwnoéci dla przypadku p = 1. Okazuje sie, ze nierownos¢ staje sie wowczas
nierownoscia typu Llogl. Ponadto znajduje optymalne state i przedstawiam przyktadowe
zastosowanie nierownosci do martyngatu wyktadniczego i proceséw Bessela.

Stowa kluczowe

ciagly martyngat, nieréwnos¢ Dooba, nieréwnosé typu LloglL, optymalna stata, proces Wie-
nera, wzor 1t6, moment zatrzymania, martyngal wyktadniczy, proces Bessela
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Wprowadzenie

Jednym z podstawowych narzedzi analizy stochastycznej jest nieréwno$¢ Dooba. Nazwa nie-
rownosci pochodzi od nazwiska amerykanskiego matematyka, Josepha Leo Doob’a, ktéry
w znaczacy sposob przyczynil sie do rozwoju teorii proceséw stochastycznych w pierwszej
polowie XX-tego wieku (wiekszo$é wynikéw z tego okresu zawarl on w swojej stynnej ksiazce
”Stochastic processes”, [Doo53]). Nier6wno$é Dooba pozwala szacowaé z gory p-ta norme (dla
p > 1) supremum z wartosci bezwzglednej procesu bedacego martyngatem lub nieujemnym
podmartyngalem. Nieréwnos¢ ta jest wykorzystywana miedzy innymi w dowodzie twierdzenia
o zbieznosci martyngatéw w LP, ponadto czesto pozwala znajdywaé catkowalne majoranty
w celu zastosowania twierdzenia Lebesgue’a o zbieznosci zmajoryzowanej. Jezeli (X;)i>0 jest
martyngatem lub nieujemnym podmartyngatem, to nieréwnosé Dooba stwierdza, ze dla do-
wolnego p > 1 zachodzi

Baup X7 < (L) sup Bl (1)
£>0 p—1/) >0

Mozna postawi¢ naturalne pytanie, czy nieréwnos$¢ (1) jest nadal prawdziwa, gdy p = 1.
Odpowiedz jest negatywna, tzn. nie istnieje skoniczona stata C' taka, ze dla wszystkich ciaglych
martyngatéw zachodzi Esup; | X¢| < Csup;s E[X¢].

Okazuje si¢ jednak, ze mozna uzyskaé oszacowanie na wartos¢ oczekiwang supremum, je-
zeli po prawej stronie nieréwnosci pojawi sie wyrazenie typu LlogL i dodatkowa stata. Scislej,
dla dowolnego K > 1 istnieje stala L = L(K), zalezna wylacznie od K, o nastepujacej wlasno-
Sci. Jezeli (X, Fi)i>0 jest ciaglym martyngatem lokalnym (lub nieujemnym podmartyngatem
lokalnym), to zachodzi

Esup |X;| < K supE|X,| log| X,| + L(K), (%)
>0 T€T
gdzie T jest zbiorem wszystkich ograniczonych momentéw zatrzymania adaptowalnych do
filtracji generowanej przez proces (X;)i>0. Ponadto, przy nieco mocniejszych zalozeniach
o procesie (X¢)i>0 zachodzi

Esup | X¢| < KsupE|X;|log|X;| + L(K).
>0 >0

Nieréwnosé (x) jest przedmiotem tej pracy. Prezentuje dowédd tej nieréwnosci w oparciu o me-

tode zaproponowana przez Burkholdera ([Bur91]), polegajaca na konstrukcji funkcji specjal-

nych. Ponadto dla kazdego K > 1 znajduje optymalna stata L(K), tzn. taka, ze dla kazdego

L’ < L(K) nieréwno$é¢ () ze stala L' zamiast L(K) nie zachodzi.

Praca jest zorganizowana w nastepujacy sposéb. Rozdzial pierwszy zawiera podstawowe
definicje i twierdzenia wykorzystywane w dalszej czesci pracy. W rozdziale drugim przedsta-
wiam dowdd klasycznej nieréwnosci Dooba i prezentuje na jego przyktadzie metode funk-
cji specjalnych Burkholdera, ktéra zostanie uzyta do dowodu gléwnego twierdzenia pracy.
Rozdzial trzeci obejmuje gléwne wyniki, to znaczy dowdd nieréwnosci (x) oraz twierdzenie



moéwiace o optymalnych stalych w tejze nieréwnosci. Rozdzial czwarty zawiera przyktado-
we zastosowania wynikéw z rozdziatu trzeciego. Ostatni rozdzial podsumowuje rozwazania
z calej pracy.



Rozdziatl 1
Definicje i podstawowe pojecia

W tym rozdziale prezentuje definicje poje¢ i twierdzenia, ktére beda potrzebne w dalszej
czesei pracy. Rozpoczniemy od definicji filtracji i martyngatu.

1.1. Filtracje i martyngaty

Do zdefiniowania martyngatu niezbedne jest pojecie filtracji.

Definicja 1.1. Filtracjg (Fi)i=0 przestrzeni probabilistycznej (0, F,P) nazywamy rosngcq
rodzine o-cial zawartych w F.

Definicja 1.2. Niech X = (Xt)i>0 bedzie procesem stochastycznym. Filtracjg generowang
przez X nazywamy rodzing (FiX)iso0 dang wzorem Fi¥ = o(X, : s < t), gdzie o(X) oznacza
o-cialo generowane przez zmienng losowg X .

Zawsze, gdy w pracy odnosze sie do martyngatu i nie podaje filtracji, nalezy zakladac,
ze rozpatrujemy ten martyngal wzgledem naturalnej filtracji. Bardzo czesto w twierdzeniach
wymaga sie, by filtracja spelniata pewne dodatkowe warunki. Dlatego wprowadzamy naste-
pujaca definicje.

Definicja 1.3. Powiemy, Ze filtracja (Fi)e=o0 spetnia zwykle warunki, jesli:
1. jest prawostronnie ciggla, tzn. dla kazdego t > 0, Fy = Fiy 1= \got Fss
2. dla kazdego t > 0, F; zawiera wszystkie zbiory miary zero.

Zauwazmy, ze filtracja generowana przez proces o prawostronnie cigglych trajektoriach
jest prawostronnie ciggta. Dysponujac pojeciem filtracji mozemy zdefiniowaé¢ martyngat z cza-
sem ciagltym.

Definicja 1.4. Proces stochastyczny (Xt)i>o0 jest martyngatem (odp. podmartyngatem, nad-
martyngatem) wzgledem filtracji (Fi)e=o0, jesli
1. dla kazdego t > 0, X; jest mierzalny wzgledem Fy oraz E|X;| < oo,

2. dla dowolnych t,s > 0 takich, ze s < t,E(X|Fs) = X5 p.n. (odp. > dla podmartyngatu
oraz < dla nadmartyngalu).

Bedziemy moéwié, ze martyngal jest ciagly, jezeli z prawdopodobienstwem 1 jego trajekto-
rie sa ciagtymi funkcjami czasu. Najwazniejszym przyktadem cigglego martyngatu jest proces
Wienera. Poniewaz bedzie on odgrywal istotng role w dowodzie optymalnosci statych, podaje
jego pelng definicje.



Definicja 1.5. Procesem Wienera (ruchem Browna) nazywamy proces stochastyczny W = (Wy)i=o
spetniajgcy warunksi

1. Wy =0 p.n.,

2. W ma przyrosty niezalezne, tzn. dla dowolnych 0 < tg < t1 < ... < t,, zmienne losowe
Wiy Wiy = Wiy, Wiy = Wy oo, Wy, — Wy, sq niezalezne,

3. dla dowolnych t > s > 0 zmienna Wy — Wy ma rozklad normalny N (0,t — s),
4. proces W jest ciggly.

Kolejnym pojeciem, ktére postuzy do zdefiniowania martyngatu loklanego, jest moment
zatrzymania.

Definicja 1.6. Momentem zatrzymania wzgledem filtracji (Fi)e=o0 nazywamy zmienng loso-
wq T o wartosciach w [0, 00] takq, ze {T <t} € F dla wszystkich t > 0.

Dla martyngatu X = (X¢, F¢)i>0 1 momentu zatrzymania 7 mozemy zdefiniowaé proces
stochastyczny X7 dany wzorem X = X;p,. Wowczas X7 jest martyngalem wzgledem filtracji
(Ft)t>0. Pozwala to wprowadzi¢ nastepujaca definicje.

Definicja 1.7. Proces stochastyczny (Xi)i>o0 jest martyngatem lokalnym (odp. podmartyn-
galtem, nadmartyngatem lokalnym) wzgledem filtracji (Fi)i>o0, jesli istnieje cigg momentow
zatrzymania T, /" 0o taki, Ze dla kaZdego n proces X™ jest martyngalem (odp. podmartyn-
galtem, nadmartyngatem) wzgledem filtracji (Fi)i>0-

Uogolnieniem pojecia martyngatu lokalnego jest pojecie semimartyngatu, ktére okaze sie
uzyteczne przy formutowaniu twierdzenia It6. Najpierw bedziemy jednak potrzebowali jeszcze
jednej definicji procesow.

Definicja 1.8. Niech (Fi)i>0 bedzie filtracjg. Powiemy, Ze proces stochastyczny A = (A¢)i>0
nalezy do klasy V¢, jezeli jest adaptowalny do filtracji (F¢)i>0 (tzn. dla kazdegot > 0 zmienna A;
jest Fy-mierzalna), ciggly oraz ma wahanie skonczone na kazdym przedziale [0,t], tzn. dla
kazdego t > 0

n
sup{Z\Ati—AtiJ meN0=ty<t; < ...gtn:t} < 0.
i=1

Definicja 1.9. Proces stochastyczny X = (Xi)i>0 nazywamy cigglym semimartyngalem
wzgledem filtracji (Fi)io0, jezeli da sie przedstawié w postaci X = Xo+ M + A, gdzie X jest
zmienng losowq Fo-mierzalng, M - cigglym martyngatem lokalnym wzgledem filtracji (Fi)e>o,
aAeVe.

1.2. Rozklad Dooba-Meyera i wzor Ito

W tym podrozdziale sformutuje dwa podstawowe twierdzenia analizy stochastycznej, na ktore
bede sie powolywal w dalszej czedci pracy. Twierdzenie o istnieniu dekompozycji Dooba-
Meyera podam w sformulowaniu nieco ogdlniejszym niz potrzebne w pracy. W tym celu
nalezy wprowadzi¢ jedng dodatkowsa definicje.

Definicja 1.10. Niech T bedzie zbiorem wszystkich skoriczonych p.n. momentow zatrzymania
(wzgledem filtracji (Fi)i>0). Proces X = (X¢)i=0 0 prawostronnie cigglych trajektoriach jest
w klasie DL, jezeli rodzina (X;)rc1 jest jednostajnie calkowalna.



Twierdzenie 1.1. [Dekompozycja Dooba-Meyera] Niech filtracja (Fi)i=0 spelnia zwykle wa-
runki. Kazdy podmartyngal (X, ft)t>0 o prawostronnie cigglych trajektoriach z klasy DL

daje sie jednoznacznie zapisaé jako suma
X=M+A,

gdzie (My, Ft); jest martyngatem o prawostronnie cigglych trajektoriach, Mo = 0, a (At)s

jest procesem adaptowalnym do filtracyi (.7-})@0 i niemalejgcym.

Dowdd. Zobacz [Kar91]. O

W pracy bede stosowat dekompozycje Dooba-Meyera jedynie do nieujemnych podmartyn-
galéw lokalnych. Zachodza nastepujace proste fakty, ktérych dowody mozna znalezé w [Kar91].

Fakt 1.1. Kazdy nieujemny podmartyngat o prawostronnie cigglych trajektoriach jest w kla-
sie DL.

Fakt 1.2. Jezeli (X, .7-}),20 jest nieujemnym i cigglym podmartyngatem, X = M + A tak
jak w dekompozycji Dooba-Meyera, to zaréwno martyngat M, jak i proces A sq ciggle.

Zauwazmy tez, ze dekompozycje Dooba-Meyera mozna przeprowadzi¢ dla podmartyngatu
lokalnego, otrzymujac wtedy w tezie rozklad na proces niemalejacy i martyngat lokalny.

Dekompozycja Dooba-Meyera pozwala w szczegdlnosci na wprowadzenie definicji nawiasu
skoénego.

Definicja 1.11. Niech (X, i)y~ bedzie martyngalem (lokalnym). Wowczas nawiasem sko-
$nym martyngatu X nazywamy proces (X) = ((X),)i=0 ciggly, niemalejgcy, (X), = 0 oraz
taki, ze (X7 — (X),, Ft)t}O jest martyngatem (lokalnym). Proces (X) jest wyznaczony jed-
noznacznie.

Jezeli (X, ]:t)t>0 jest cigglym semimartyngatem, X = Xo+ M + A, gdzie M jest czescia
martyngalowa, to przyjmujemy (X) = (M) . Jezeli (Y, Ft);5 jest ciagtym semimartyngatem,
Y =Yy + N + B, gdzie N jest czeécig martyngatowa, to definiujemy nawias skosny procesow
X 1Y jako (X,Y)= (M, N)=1[(M + N)— (M — N)].

Twierdzenie 1.2. [Wzér It6] Zaléimy, ze f: G — R (G C R?, otwarty) jest funkcjq kla-
sy C? oraz X = (X(l)7 v X(d)), gdzie X = Xél)+M(i)+A(i) sq cigglymi semimartyngalams

dlai=1,2,...,d. Wowczas f(X) jest semimartyngalem oraz
L[ or o, Lh [ 8 . p0)
— i - i j
£(x2) f(Xo)+iZIO/8xi(XS)dXS +2ijzlo/8xiaxj(ZS)d<M MO
Dowdd. Zobacz [Lat11]. O

Definicje i wlasnosci calek stochastycznych wystepujacych we wzorze It6 (tzn. calki z pro-
cesu stochastycznego wzgledem lokalnego martyngatu oraz catki Lebesgue’a-Stieltjesa wzgle-
dem procesu o wahaniu skoficzonym) nie beda prezentowane w tej pracy. Zainteresowanych
Czytelnikéw odsylamy do [Lat11].






Rozdziatl 2

Nierownos¢ Dooba 1 metoda
Burkholdera

2.1. Metoda funkcji specjalnych Burkholdera

W tym podrozdziale prezentuje metode dowodzenia nieréwnosci dla martyngaléw zapropono-
wang przez Burkholdera ([Bur91]). Metoda ta zostanie najpierw uzyta w dowodzie klasycznej
nieréwnosci Dooba (w celu zobrazowania jej dzialania na prostym przykladzie), a nastepnie
w gléwnym dowodzie pracy do wykazania nier6wnosci (x). Metode funkcji specjalnych mozna
stosowac zaréwno do procesow z czasem ciaglym, jak i z czasem dyskretnym. Dla zachowania
spéjnosci pracy, skupiam si¢ na procesach z czasem ciggltym.

Wiele nieréwnosci, w ktorych wystepuja martyngaly i ich normy, mozna zapisa¢ w po-
staci EV(X;) < L, gdzie V jest funkcja rzeczywista okreélona na podzbiorze S C RY,
X = (Xt)e=0 = (Xt(l), t(2)7 ey t(d))t>g jest pewnym d-wymiarowym procesem stochastycz-
nym, a L stala. Pierwszym krokiem w metodzie Burkholdera jest zatem sprowadzenie nie-
rownosci do takiej postaci. Nastepnie szukamy funkcji U : S — R o nastepujacych trzech
wlasnosciach:

e dla kazdego z € S, V(z) < U(z),
o (U(Xt));>o Jest nadmartyngalem,
o EU(Xp) < L.

Z pierwszej wlasnosci natychmiast wynika, ze EV (X;) < EU(Xy), z drugiej za$, ze EU (X;) <
EU(Xop). Mamy zatem ciag oszacowan EV (X;) < EU(X;) < EU(Xy) < L, ktéry daje wyj-
Sciowa nieréwno$é i konczy dowdd. Glowny ciezar dowodu skupia sie zatem na znalezieniu
odpowiedniej funkcji (specjalnej) U.

Zauwazmy, ze w celu uzyskania dowodzonej nieréwnoéci z optymalnym statymi, nalezy
zadbaé, by dla pewnego procesu X w ciagu nieréwnosci EV(X;) < EU(X:) < EU(Xy) < L
zachodzily réownosci. O ile rownosé nie jest przyjmowana dla pewnego trywialnego proce-
su (np. stalego w czasie), to funkcje U nalezy dobraé tak, zeby pokrywala sie z funkcja V'
na pewnym (niezbyt matym) zbiorze i zeby (U(X¢))i>0 bylo martyngalem. Dla nieréwnosci,
w ktérej wystepuja procesy ciagle, uzytecznym narzedziem dowodzenia, ze (U(X¢))e>o jest
(nad)martyngatem, jest wzér 1t6. Wowczas bowiem wlasnosé bycia (nad)martyngatem spro-
wadza sie do odpowiednich wtasnosci pochodnych funkcji U. Z kolei dekompozycja Dooba-
Meyera pozwala na pokazanie, ze dany proces jest semimartyngatem, w zwigzku z czym uzycie
wzoru Ito jest uzasadnione.
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2.2. Nieréwnosé¢ Dooba

Dowdd nieréwnosci Dooba metoda funkceji specjalnych poprzedze technicznym lematem, ktéry
bedzie wielokrotnie wykorzystany w dalszej czeéci pracy.

Lemat 2.1. Niech S = {(z,y) € R? : |z| < y}, U : S — R bedzie funkcjq ciggle takg,
ze dla wszystkich y > 0 zachodzi U(y, y) = 0 oraz f : [0, T] — R bedzie funkcjq ciggla
i f*(t) = sups; | f(s)]. Wowczas

[ v, rearo=o

Dowdd. Z definicji calki Stieltjesa mamy (calka jest dobrze okreslona, bo U (f(t), f*(t)) jest
funkcja ciagla, jako zlozenie funkeji ciagtych, a f* ma skoniczone wahanie na przedziale ogra-
niczonym [0, 7] jako funkcja niemalejaca)

[T v, oo = nlggojéU (s ) (5 (50) - (Y525)),

gdzie 7} € [(j ;,lL) , Qn] (¢} mozna wybra¢ jako dowolng liczbe z tego przedziatu). Ustalmy n.

Poniewaz f* jest niemalejaca, to albo f* (—) = f* (T)v albo f* (]2—{) > f* (%#)
i wtedy istnieje s; € [(j;}t) ) 2n] takie, ze f*(s;) = f(s;). Przyjmujac th = sj, gdy f* (]2—:5) >

f* < i—T ) oraz t7 = 32—2: w przeciwnym przypadku oraz korzystajac z zalozenia U(y, y) =0

otrzymuJemy - iT (G—1T
v () ( (3) - (U57) o

Poniewaz rozumowanie to mozemy powtorzy¢ dla dowolnego n, a catka nie zalezy od wyboru
podzialéw [0, T i punktéw ¢7, to mamy

T
/0 U (f, f*)df* = 0.
]

Poniewaz dowdd nieréwnosci Dooba stuzy tylko zobrazowaniu metody Burkholdera, to
twierdzenie formutuje przy mocniejszych niz zwykle zalozeniach.

Twierdzenie 2.1. [Nieréwnos$é Dooba/. Niech (X, Ft);5q bedzie cigglym, nieujemnym mar-
tyngatem 1 niech p > 1. Wowczas

E XP L
Sup t (pl

p
> supEX?.
>0

t=>0

Dowdd. Krok 1 (wyrazenie nieréwnosci w postaci EV(X;) < L). Niech ¢ = % Niech S =

{(z,y) € R?: 0 < z < y}. Definiujemy funkcje V : S — R wzorem V (z, y) = yP — ¢PzP.
Niech X = sup,¢, | Xs|. Wowczas EV (X, X}) = E (X7)” — (p 1) EX?. Jezeli pokazemy, ze
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EV (X, X}) <0, to biorac supremum po ¢ > 0 obu stron nieréwnosci E (X})? < (%)pEXf
otrzymamy teze.

Krok 2 (znalezienie funkcji specjalnej U). Niech U(x,y) = py?~'(y — qx) na S. Pokazemy,
ze U spehia trzy wymagane warunki.

e Pokaze, ze U(z, y) > V(z, y) dla (z,y) € S. Zauwazmy, ze przy ustalonym y, U(zx, y)
jest wklesta funkcja x, a V(z,y) jest liniowa funkcja x. Wobec tego wystarczy po-
kazaé, ze dla kazdego y istnieje punkt yo € [0, y] taki, ze U(yo, y) = V(yo, y) oraz
Uz(y0, y) = Va(yo, y). Niech yo = £. Wéwezas U(yo, y) = 0 = V(yo, y) oraz Uy (yo, y)
= —pay"~' = Va(yo. y)-

e Pokaze, ze (U(Xt, X{))t>0 jest martyngatem. Oczywiscie procesy (Xi);5q, (Xi)is0 sa
ciaglymi semimartyngatami (wzgledem naturalnej filtracji; proces (X;)¢>0 jest niema-

lejacy, wiec jest procesem z klasy V°), a funkcja U jest klasy C? na S. Wzér It6 daje
zatem (zauwazmy, ze (X;) =0, (X}, X¢) =0)

t t
U(X,, X}) = U(Xo, Xo) — / pg (XHPLdX, + p? / (X)Ph = X (P ax
0 0

Proces (féf pq (X;)p_:l dXs)i>0 jest martyngatem!®, natomiast funkcja pod druga catka
znika dla Xg = X7 . Poniewaz calka wzgledem procesu niemalejacego jest zdefinio-
wana jako calka Lebesgue’a-Stieltjesa (dla kazdego w € ), to na mocy Lematu 2.1

fg [(Xz)pil - X (Xs*)pfﬂ dX} = 0. Wobec tego

t
U(Xe, XP) = U(Xo, Xo)— [ pa (X2~ dX,,
0

czyli (U(Xy, X{))e=0 jest martyngatem.

o U(Xp, X§) =U(Xo, Xo). Dla funkcji U mamy ogélnie

U, ) = pa? — pga? =pa?(1 = - 2g) = = PP <0

dla = > 0. Wobec tego EU(Xo, X§) < 0.

Krok 3. Na mocy powyzszego dostajemy ciag nieréwnosci EV (X, X7) < EU(X:, X7)
=EV(Xo, X§) <0, co konczy dowdd. O

'Formalnie, proces ten jest martyngatem lokalnym, ale mozna uczynié¢ z niego martyngal przez zastosowa-
nie standardowej techniki lokalizacyjnej. Dla przejrzystosci dowodu, ktory stuzy jedynie zobrazowaniu metody,
pomijam techniczne szczegbdly. W dowodzie gtéwnej nieréwnosci () lokalizacja zostanie w pelni sformalizowa-
na.
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Rozdziat 3

Gléwne wyniki

3.1. Dowdd nieréwnosci

Dowdéd gléwnej nieréwnosci przebiega wedlug schematu zaprezentowanego w poprzednim
rozdziale, przy czym nie rozrézniam juz formalnie kolejnych krokéw. Pierwsze twierdzenie
obejmuje dwa przypadki, gdyz ich dowdd jest bardzo podobny.

Twierdzenie 3.1. (1) Niech (X, .7-})t>0 bedzie nieujemnym, cigglym podmartyngatem lo-
kalnym, X* = sup;o | X¢|, K > 1. Wéwczas

EX* < KsupEX, log X, + L,
T€T

gdzie L =L(K) = KK—_Zlé oraz T jest zbiorem wszystkich ograniczonych momentow zatrzyma-

nia adaptowalnych do filtracji generowanej przez proces (Xi¢)i>o0-

(2) Jezeli zalozymy dodatkowo, ze (Xi, .7-})t20 jest nieujemnym, ciggltym martyngalem
catkowalnym z kwadratem, ktory speinia dla kaZdego t > 0

E(X;)? < oo,
to zachodzi silniejsza nieréowno$é

EX* < KsupEX;log X; + L.
>0

Dowdd. Niech S = {(z,y) € R2 : z < y}. Zdefiniujmy funkcje V : S — R wzorem

y— Kzxlogz, dlax#0
V(z,y) = -
v, dlaxz =0
Pokaze, ze (po ewentualnej lokalizacji) dla wszystkich ¢ > 0 zachodzi
EV(X,, X}) < L.

Woéwezas rozpisujac funkcje V', biorac supremum obu stron po 7 € 7 i przechodzac z t do
nieskonczonosci, dostaniemy teze.
Zdefiniujmy teraz funkcje U : S — R wzorem

- _ [K(y—2) - Kzlog£Zly, dlay> £51
(I, y) - K?2 l dla < K l .
K-1le’ Yy K-1le
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Latwo sprawdzié, ze U jest ciagla na S. Okazuje sie, ze U(z, y) > V(z, y) na S. Techniczny
dowdd tego faktu zostal przeniesiony do Lematu 3.1.

Pokaze teraz, ze (U (X, X7))t>0 jest nadmartyngalem lokalnym. Korzystajac z rozkladu
Dooba-Meyera mozemy zapisaé¢ Xy = My + A, gdzie M jest martyngalem lokalnym startuja-
cym z 0, a A jest adaptowalnym i niemalejacym procesem. Wobec tego (X¢)i>0 jest ciagltym
semimartyngatem. Ponadto (X}):>0 jest semimartyngatem, poniewaz jest to proces adapto-
walny i niemalejacy (jego cze$é martyngalowa jest zerowa). Funkcja U nie jest klasy C? na
caltym S, ale jest klasy C? wzdhuz trajektorii dwuwymiarowego procesu ((X;, X;))¢>0, wobec
tego mozna zastosowaé wzér Ito6!. Zauwazmy, ze (X;) = 0 oraz (X;, X;) = 0, zatem

t

t
U(X;, X7) = U(Xo, Xo) + / U (Xs, X2)dM, + / U, (Xs, X7)dA,
0 0

t t
1
+ [0, XX+ 5 [ V(X XA 0D, (31)
0 0

Proces (f§ Us(Xs, XZ)dMj)i>0 jest martyngatem lokalnym, U, (X5, XZ) = 0. Do catki
J3U,(Xs, X2)dX? stosujemy Lemat 2.1:
X*
Uy(X:, X)) =K — KX—i =0,
S

zatem [} Uy (X5, X5)dX? = 0. Stad
t t
U(X,, X?) = /Ux(Xs, X*)dM, +/Ux(Xs, X*)dA,.
0 0

Korzystajac z definicji martyngatu lokalnego, mozemy teraz przeprowadzié¢ lokalizacje: wy-
bierzmy cigg momentéw zatrzymania 7, " oo taki, ze proces (fg’/\T” Uz (Xs, X2)dM;)i>0 jest
martyngatem. Otrzymujemy

tATh tATH

U(Xinm, Xirs) = / Ua(Xs, X5)dM, + / Up(Xe, X2)dA,.
0 0

Dla s takich, ze X} < %%, funkcja pod druga caltka jest zerowa. W przeciwnym przypadku

K-1 K-1 K 1
Uz(Xs, X7)=—K — Klog (KX‘:> < -K <1+log > <

K K-1le
Poniewaz proces A jest niemalejacy, to calka fg/\m Uz (Xs, XZ)dAs jest niedodatnia. Stad,
dla t > u,

tATh tATh
E (U(Xt/\Tn, Xt*Mn)|]-"u) =E ( / Uy (Xs, XS*)dMs|.7-"u> +E ( / Uy (X, X;)dAS]}"u>
0 0

UNTy, UNTh, tATh
= / Us(Xs, X2)dMs +E ( / U (Xs, XS*)dAslfu> +E ( / Uz (Xs, X;)dAS|.7-"u)
0 U

0 NTn,

Doktadna inspekcja dowodu wzoru Ité pokazuje, ze zalozenie o klasie C? na calej dziedzinie nie jest
konieczne, wystarczy, ze pochodne do drugiego rzedu sa ciggte wzdluz trajektorii rozpatrywanego procesu.
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UNTR, UNTp,
< / U, (X, X;)dM5+E( / U, (X, Xs*)dAs]-"u)
0

0
UNTp, UNTp,
_ / Up( Xy, X2)dM, + / Up(Xo, X2)dAs = U(Xuprn, Xipr ),
0 0

czyli rzeczywiscie (U (X¢, X}))i>0 jest nadmartyngalem lokalnym. W szczegdlnosci
EU(Xinny, Xirr,) < EU(Xo, X3) = EU(Xo, Xo).
Poniewaz V(Xiar,, Xin., ) < U(Xiar,, Xing,)s to
EV(Xinr, Xiny,) < BU(Xinr, X ) < EU(Xo, Xo).

Nietrudno wykazaé, ze EU (X, Xo) < L. Wystarczy w tym celu udowodnié, ze

K? 1

supU(z, x) = -.

z}% ( ) K—-1le
Oczywiscie jest tak, jezeli rozpatrzymy jedynie x < %% Dlaxz > %% zdefiniujmy f(z) :=
U(z, x) = —Kzlog (%x) . Funkcja f jest $cisle malejaca dla x > %%, zatem maksimum

jest osiagane w punkcie %é i wynosi KK—flé Otrzymalismy zatem EV (Xinr,, X, ) < L.

Korzystajac z definicji funkcji V' zapisujemy ostatnig nieréwnos¢ jako
EX}.,, < KEXirr, log Xiar, + L.

Poniewaz t A 7, jest ograniczonym momentem zatrzymania, to prawa strone nieréwnosci
szacujemy trywialnie przez supremum po 7 € 7

EXZ.,, <K Slelg)_EXT log X; + L.
T

Nierownos¢ zachodzi dla wszystkich n i t > 0, wiec po lewej stronie mozemy przejs$¢ do
granicy z n i t. Poniewaz proces (X[ ):>0 jest rosnacy p.n., ciag momentéw zatrzymania
Tn jest rosnacy p.n. i zbiega do nieskonczonoéci, to z twierdzenia Lebesgue’a o zbieznosci
monotonicznej mamy

lim lim EX}\, = lim EX] =EX™".

t—o00 Nn—00 n t—00

OtrzymaliSmy wiec ostatecznie

EX* < K supEX,log X, + L,
T€T

co konczy dowodd pierwszej czesci twierdzenia.

Aby udowodni¢ druga cze$¢, zauwazmy, ze przy zalozeniach twierdzenia proces
(J3 Us(Xs, X2)dMy)o<i<r dla dowolnego T < oo jest martyngalem. Rzeczywiscie, skoro
(Xt)t>0 jest martyngalem calkowalnym z kwadratem, to przede wszystkim X = M oraz
proces ([ Uy(Xs, X2)dXs)o<i<T jest martyngalem, o ile

T
E / Us(Xs, XD2d(X,) < oc.
0
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Poniewaz [U,(Xs, X2)]? = K? (1 + log & 1X*) i dla dostatecznie duzego M zachodzi dla

X} > M nieréwnosé ( +log & lX*) < X7, to wystarczy wykazac, ze

7 K
E/<1+log _
0
T
E/X;d<XS> <
0

Pierwsza nier6wno$¢ sprowadza sie do

2
X§) Lixs<and(Xs) < o0

oraz

E<XT> < 0

Do drugiej nieréwnosci stosujemy najpierw nieréwnosé¢ Schwarza, a nastepnie nieréwnosé
Burkholdera-Davisa-Gundy’ego?, otrzymujac dla pewnej statej C

_D-

T
E / X*d(X,) < EXE 0/ d(X,) = EXH(X7) e VEX:2\JE(X7)? < O\/E(X7)\/E(Xr)?

Poniewaz zalozyliémy catkowalno$¢ z kwadratem nawiasu skosnego dla kazdego t > 0, to

rzeczywiscie zachodzi
T

E/[Ux(Xs, XNPd(X,) < oo
0

i (Jo Un(Xs, XZ)dXs)o<t<r jest martyngalem. Mozemy zatem powtérzyé rozumowanie z do-
wodu czesci pierwszej nie stosujac lokalizacji. Otrzymujemy dla kazdego t > 0

EV(X,, X}) < L.

Rozpisujac funkcje V' z definicji, biorac supremum po ¢ > 0 i stosujac twierdzenie Lebesgue’a
o zbiezno$ci monotonicznej, otrzymujemy teze.

O

Lemat 3.1. W oznaczeniach z dowodu Twierdzenia 3.1, U(x, y) > V(z, y) na zbiorze S.

Dowdd. Dla y < 7= wystarczy udowodnié, ze
K% 1
sup (y — Kxlogz) < -.
0<o<y<gl K—1e
Zachodzi
K 1
sup (y— Kzxlogz) =  sup ——— —Kzlogx
O<m§y<%% 0<m<%l K—1le

2Zobacz: Twierdzenie 4.1 w rozdziale IV str. 160 w [Rev99]. Co prawda w twierdzeniu tym jest wymagane,
by martyngal (X¢):>0 startowal z 0, ale przy naszym zalozeniu o calkowalnosci z kwadratem nie odgrywa to
zadnej roli, bo zawsze mozemy przej$¢ do rozwazania procesu (X; — Xo)¢>0-
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K 1 K 1 1 1 K? 1
— - — inf Kzl =—  — _—K-log- = -,
e 0<ac1<nKIilé vlosT K-1e eOge K—1e

Teraz dla y > KL% musimy pokazaé, ze dla wszystkich 0 < z < v,

K-1
K(y —z) — Kxlog y>y— Kzlogu.

Réwnowaznie dla wszystkich 0 < x < v,

K-1y
K-1)y> =Kx(1+1 = .
( )y = gy(x) x( +log — x)
Funkcja gy(x) jest rézniczkowalna i gy ) = (1 + log &= 1996) K = Klog K= 12 Zatem

(z
funkcja g, (=) rosnie na zbiorze [0, & £-1y] i maleje na zbiorze [E-L Ly, y], wiec maksimum jest
przyjmowane w r = %y i wynosi gy(KTy) = (K — 1)y. Stad

(K —1)y= sup gy(z) > gy(z),
z€0,y]

co konczy dowdd.
O

Dysponujac Twierdzeniem 3.1 mozemy bez trudu udowodnié¢ nieréwnosé¢ (x) dla ciaglych
martyngaléow lokalnych.

Twierdzenie 3.2. Niech (X, J)y>q bedzie cigglym martyngalem lokalnym, X* = sup;>q | X4/,
K > 1. Wowczas
EX* < KsupE|X,|log|X,|+ L, (3.2)
Te€T
gdzie L = L(K) = KK—_Qli oraz T jest zbiorem wszystkich ograniczonych momentéw zatrzyma-
d

nia adaptowalnych do filtracji generowanej przez proces (Xt)e>o0-

Dowdd. Jezeli (Xt)¢>0 jest martyngatem lokalnym, to (| X¢|)¢>0 jest nieujemnym podmartyn-
gatem lokalnym. Istotnie, istnieje ciag momentéw zatrzymania 7, " oo taki, ze (Xinr, )0
jest martyngatem. Stosujac nieréwnosé Jensena dla warunkowej wartosci oczekiwanej i wy-
puktlej funkgji | - | otrzymujemy dla dowolnego ¢ > s

E(’Xt/\m| |JTS) > |IE (Xt/\Tn| fS) ‘ = ’Xs/\m|-

Stad (| Xtar, |)e=0 jest podmartynagltem, czyli (| X¢|)s>0 jest podmartyngalem lokalnym. Mozna
zatem zastosowa¢ Twierdzenie 3.1 do procesu (| X¢|)¢>0 otrzymujac nieréwnosé

EX* < K sup E|X,|log|X,| + L.
TeT
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3.2. Optymalnosé statych

Okazuje sie, ze stala L(K) otrzymana w Twierdzeniu 3.2 jest optymalna. Ponadto nieréw-
nos¢ (x) nie zachodzi dla K < 1. Méwia o tym dwa kolejne twierdzenia.

Twierdzenie 3.3. Stala L w nierdwnosci (3.2) jest optymalna. Scislej, dla kazdego K > 1
i kazdej stalej L' < L(K) = KK—EI% istnieje taki ciggly martyngat (X, .7-})@0, ze zachodzi

EX* > K sup E|X,|log | X,| + L,
TeT

gdzie L = L(K) = KK—flé oraz T jest zbiorem wszystkich ograniczonych momentow zatrzyma-

nia adaptowalnych do filtracji generowanej przez proces (X¢)i>o0-

Dowdd. Wystarczy wskazaé dla kazdego K > 1 taki martyngal (X, .7-}),520, ktory daje row-
nos¢ w nieréwnosci (3.2) (przy czym obie strony musza by¢ skoticzone). Niech (Wi, Ft),~ be-
dzie jednowymiarowym procesem Wienera z naturalna filtracja. Nastepnie, niech
X = %é + W4 i niech 7 = inf {t >0: X} = %Xt} . Zmienna losowa 7 jest momentem
zatrzymania wzgledem filtracji (]:t)t>0 oraz T < oo p.n. Ostatnia wlasnoéé wynika z faktu,
ze proces Wienera przyjmuje z prawdopodobienstwem 1 dla pewnego ¢t > 0 warto$é —%%
Zachodzi X < %XO oraz dla pewnego tg > 0 Xy, = 0 (wobec czego X7 >0 = %Xto).
Z ciaglosci procesu Wienera istnieje ¢1 € (0, to) takie, ze X7, = 25Xy, .

Oczywiscie (Xi, Ft); jest ciaglym martyngalem, zatem (Xiar, Ft);q jest réwniez cia-
glym martyngalem. Pokaze, ze proces X7 osiaga réwno$é w nieréwnosci (3.2).

Nieréwnosé
. K? 1
E(X7)" > K sup E[X,pr|log [ Xonr| + - (3.3)
ocT K-1e
wynika z nieréwnosci
. K? 1
EV(Xr, X7) > 17— = (3.4)

gdzie V jest funkcja z dowodu Twierdzenia 3.1.

Aby to pokazaé, zauwazmy po pierwsze, ze trajektorie procesu ((Xiar, Xfh,))i>0 sa za-
warte w zbiorze S’ = {(z,y) € R? : %y < z < y}, a zatem proces X7 przyjmuje jedynie
nieujemne wartosci i mozna pomina¢ moduly w nieréwnosci (3.3). Po drugie,

E(XT)"=E (SUPXt/\T> =E < sup Xt> —E(X*), = EXZ.

t=0 o<t

Po trzecie, zachodzi

sup EX, 7 10g Xonr < EX; log X (3.5)
oeT

Rzeczywiscie, funkcja F(x) = zlogz jest wypukla dla > 0 (druga pochodna jest réwna %),
wiec z nier6wnosci Jensena zachodzi dla dowolnego o € T

E (XT log XT‘FO'/\’T) =K (F<X7’>‘F0/\7) > F (E (XT’fO'/\T>) =F (XO'/\T) = Xonr log Xonr-
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Biorac warto$é¢ oczekiwana obu stron nieréwnosci dostajemy
EX.;log X; > EX,ar log Xonr.

Z dowolnosci o wynika nier6wnos¢ (3.5).
Tym samym pokazaliSémy, ze nieréwnosé (3.3) jest réwnowazna nieréwnosci
K? 1
K-1le

EX* > KEX, log X, +

Korzystajac z definicji funkcji V' i liniowosci wartosci oczekiwanej otrzymujemy natychmiast
nieréwno$¢ (3.4), ktorej udowodnienie zakonczy dowéd twierdzenia.

Zauwazmy, ze prawie na pewno zachodzi X* = X a funkcje V(z,y) i U(x,y) zde-
finiowane w dowodzie Twierdzenia 3.1 pokrywaja sug na zbiorze y = %x dla y >

1
Mamy bowiem V(z, Ll:c) = %Qj — Kzxlogx = K(%x —2) — Kzloga = Ulx, Lx)

Ponadto dla kazdego t > 0 zachodzi X},, > 151 % Stad
EV(X,;, X7) =EU(X,, X)) =E[U(X, X¥)],. (3.6)

Proces (U(Xt, X{))t=0 jest martyngalem lokalnym. Wynika to z faktu, ze podobnie jak w do-
wodzie Twierdzenia 3.1 wzor 1t6 daje

t
U(Xs, XF) = / Un(Xs, X2)dM, + / U (Xs, X2)dA,,
0

ale tym razem proces (At),5q jest staly, bo (Xi)i>o jest martyngalem. Wobec tego
JoU(Xs, X2)dAs = 0 (U(Xt, X}))e=0 jest martyngatem lokalnym.

Zastosujemy teraz twierdzenie Dooba do martyngatu (U(Xiaeg,,, X{ns, ))i=0 (gdzie oy, jest
ciagiem lokalizujacym) i dwdch ograniczonych momentéw zatrzymania 7An i 0 (dla ustalonego
n € N). Otrzymujemy

E[U(X, X*)] =E[UX, X)), (3.7)

gdzie 1, = TAnAoy, jest ciagiem momentéw zatrzymania rosnacym p.n. do 7. Latwe obliczenie
daje
K 1 K 1 K? 1

K_le K—le " K_le

EU (X0, X¢) = U( (3.8)

7 drugiej strony

Tn Tn

E[UX, X*)], =E [K(X* - X,) - KX, log K1 g } : (3.9)

Mamy zatem nastepujaca réwnoscé

K 1 .
ﬁg =E [X’Tn — XT,J —E |:X7'n log

K-1

x;,|.

Zauwazmy, Ze dla y % ix > ¥ zachodzi xlogy > xlogy + & — x. Korzystajac z nieréwnosci
%Xﬁn > = oraz X > K lXﬂ many

K-1 K-1 K

1 —1
X >—X log—XF +—Xr — X, .
K Tn K Tn og K Tn + K Tn Tn

Xz, log

Stad
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K? 1
K—le

K—1
<E|[X: — (K —1)X log X, (3.10)

. . . . ;. . . . n—oo
Na mocy twierdzenia Lebesgue’a o zbieznosci monotomczneJ wiemy, ze EX> "—" EX*.
* K )
Zalézmy, ze EX? = oo i niech Cx = 5 exp(727). Wowcezas

EX7, =EXT Lixs oy +BXT Lixs <oy SEXT Iixs sop) + Ok

—1

Stad EXZ Tixs sox) "= o0. Dla # > Ck zachodzi (K — l)xlog x > 2x oraz

(K —1) pot < Ck. Stad
K? 1 K—1
P - - s s T T <
* * K -1 *
+E | X7, — (K —1)X7 log Xr | Lixz, >0y
* * K -1 * *
<E|X7 + (K -1)X7, log XN hxz, <oy — E [XTnH{X¢n>CK}}
* * K *
<E [Xm + <2XTn v eﬂ Iix: <o} — B [XTnﬂ{ X;n>cK}}
K
<30k + - E [X;H{X:pcx}}
Stad
K K? 1
*
* < - -
E |:XTn]I{X7—n>CK}i| 3CK + e K-—1le < 00

To juz jest sprzecznosé, bo lewa strona nieréwnosci dazy do nieskonczonosci przy n — oo.
Zatem EX* < oo. Wiedzac, ze X’ jest calkowalne, tatwo zauwazy¢, ze réwniez EX, < oo
oraz lim, .. EX, = EX,, poniewaz X* jest calkowalna majoranta dla X, (korzystamy
z twierdzenia Lebesgue’a o zbieznosci zmajoryzowanej).

Zmnajde teraz calkowalng majorante dla zmiennej X, log 1X * . Mamy

1
X5+ X7,

K-1 K-1 K —
X, log TX:" < X7 (log X+ 1) < XZlog

gdzie ostatnia nieréwno$¢ wynika z faktu, ze wyrazenie X* <log %X x 1) jest rosnace

z n. Wystarczy teraz pokazaé, ze X7 log 1X* jest catkowalne. Wynika to natychmiast
z nieréwnosci (3.10), ktéra daje

K-ly, _ 1

EXZ log o X S o

_EX?,.

Formalnie, aby skorzystaé z twierdzenia Lebesgue’a o zbiezno$ci monotonicznej nalezy napisaé

K -1 1
EX:H (log X:n + 1) < (I(l + 1) EX:TL,

bo dopiero teraz wyrazenie pod wartoscig oczekiwang po lewej stronie nieréwnosci jest rosnace
z n. Przechodzac z n do nieskonczonosci dostajemy

-1 1
X:+1><<+ )EX:,

K
EX* (log %1
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czyli
K-1 1
K-1

Zatem stosujac twierdzenie Lebesgue’a o zbieznosci zmajoryzowanej dostajemy

*
r X

EX*log EX} < oo.

n—oo

K-1 K-1 K-1
lim E (XTn log Xz ) =E (JH&XM log 7 X*n> =E (XT log X*) .

K Tn T T
Ostatecznie mozna wiec przej$é¢ do granicy z n w réwnosci (3.7) otrzymujac

E[U(X, X")], = EU(Xo, X). (3.11)
baczac réwnania (3.6), (3.8) i (3.11) dostajemy réwnanie (3.4), co konczy dowdd. O

W Twierdzeniu 3.2 wystepuje warunek K > 1. Okazuje sie, ze jest to warunek konieczny
dla zachodzenia nieréwnosci (3.2). Méwi o tym kolejne twierdzenie.

Twierdzenie 3.4. Dla K < 1 nierdwnosé (3.2) nie zachodzi dla Zadnej stalej L. Scidlej,

jezeli K < 1, to dla kazdej stalej L' > 0 istnieje taki ciggly martyngal lokalny (X, .7-}),520, ze
EX* > K sup E|X,|log | X, |+ L.
TeT

gdzie T jest zbiorem wszystkich ograniczonych momentéw zatrzymania adaptowalnych do fil-

tracji generowanej przez proces (Xt)i>0-

Dowdd. Pokaze, ze nierownosé nie zachodzi dla K = 1. Zalézmy, ze jest przeciwnie i istnieje
stala L' > 0 taka, ze dla kazdego ciaglego martyngatu lokalnego (X, .7-",;)@0 mamy

EX* < sup E| X, |log | X, |+ L .
T€T
Wéwezas dla € > 0 zachodzi oszacowanie

EX* < (14 ¢)supE|X;|log|X| + (L' —esup E|X,|log ]XT])
TeT TeT

< (1+¢)supE|X,|log| X, |+ <L’ + E) ; (3.12)
TeT e

poniewaz sup, 7 E| X, |log | X;| jest ograniczone z dotu przez minimum funkcji f(z) = zlogz
dla z > 0 (réwne —1). Na mocy Twierdzen 3.2 i 3.3 wiemy, ze

EX* < (1+4¢)supE|X,|log|X;|+ L(1 +¢),
TeT

gdzie L(1 +¢) = @% jest optymalna stala. Poniewaz lim._,o L(1 + €) = oo, to istnieje g
takie, ze L(1 +&o) > L' 4 2. Jednoczednie na mocy (3.12) zachodzi

EX* < (1+¢eo)supE|X,|log|X,|+ (L’ + 560) 7
TeT
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co daje sprzecznos$¢ z optymalnoscia statej L(1 + gg). Teraz zalézmy, ze nieréwnosé zachodzi
dla pewnego K < 1 ze stalg L' > 0. Wowczas

EX* < KsupE|X;|log|X;|+ L' = sup E|X,|log | X, | + <L' + (K —1)supE|X,|log ]XT\>
TeT TeT TeT
1-K
< supE|XT| 10g ‘XT| + (L/ + 7)7
TeT e

co daje sprzecznos¢ z nie zachodzeniem nieréwnosci dla K = 1. O
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Rozdziatl 4

Z.astosowania

W tym rozdziale pokazuje dwa zastosowania nieréwnoéci udowodnionej w rozdziale 3. Pierw-
szy przyklad polega na zastosowaniu nieréwnosci (x) do martyngatu wykltadniczego. Drugie
zastosowanie dotyczy proceséw Bessela.

4.1. Martyngal wykladniczy

Rozpoczniemy od technicznego lematu, ktory bedzie uzyteczny w dalszych dowodach.

Lemat 4.1. Niech X bedzie zmienng losowqg o standardowym rozkladzie normalnym,
2 2
X ~N(0,1), ceR, c#0. Wowczas Eexp(cX) = exp(5) oraz EX exp(cX) = cexp(5).

Dowdd. 7 definicji

1 2 1 1 2 2
Eexp(cX) = Wer /exp(cx) exp (—2) dx = Wer /exp (—2 (. —c)® + 2) dx = exp <C2> .
R

1 1 > 1
Ezexp(cX) = ?/xexp <—2 (z—c) + C2> dx =ex ( ) 271-/ z+c) exp
R R

Dla kazdego A > 0 proces (exp (AWt — /\;t)) >0, gdzie (Wi)i>0 jest standardowym pro-
cesem Wienera, jest martyngalem wzgledem naturalnej filtracji (generowanej przez proces
Wienera). Rzeczywiscie, dla dowolnych ¢ > s mamy (Z ~ N (0, 1))

22 22
E (exp ()\Wt - t) \]—“) = exp (—215) E (exp(A(Wy — Ws) + AW;)|Fs)

2 2
= exp (—)\275> exp(AWs)Eexp(A(W; — Wy)) = exp (—)\2t> exp(AWs)Eexp(AVt — s Z)

ema A2 N2 (t — A2
Lemat 4.1 exp (—2t> exp(AWs) exp <(28)) = exp </\I/VS - 23) .

Powyzsza obserwacja pozwala nam sformutowaé nastepujace stwierdzenie.
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Stwierdzenie 4.1. Dla dowolnych A > 0,t >0 ¢ K > 1 zachodzi

A2 K)\2 K2 1
E wW. -5 < =2 =,
iilzeXP(A 5 25> 2 t+K—le

w szczegolnosci

2
E sup exp ()\WS - As) < Nt + é (4.1)
s<t 2 e

Dowdd. Wiemy, ze (Xs)s20 = <exp (/\WS — /\723» s>0 jest martyngalem, wiec biorac deter-
ministyczny moment zatrzymania 7 = ¢ otrzymujemy martyngal (Xsa¢) s>0. Martyngal ten
jest oczywiscie ciagly, nieujemny i catkowalny z kwadratem, a proste zastosowanie wzoru It6
pokazuje, ze spelnia on réwniez zatozenie E(X7,;)? < oo dla kazdego T > 0. Stosujemy wiec
nieréwnos¢ z punktu (2) Twierdzenia 3.1 otrzymujac

K? 1
Esup Xsae < Ksup EXa¢log Xgay + ————.
520 520 K-—-1le

Oczywiscie Esup,so Xsae = Esup,, Xs. Rozumowanie analogiczne do uzytego w dowo-
dzie Twierdzenia 3.3 (zastosowanie nieréwnosci Jensena do nieujemnego martyngatu (Xsat)s>o0
i funkcji wypuktej F(z) = xlogz) prowadzi do wniosku, ze (Xsaslog Xsat)s>0 jest podmar-
tyngalem, a zatem sup,soEXsntlog Xsae = EXylog Xi. Mamy

A2 22
EXilog Xy = E ()\Wt - 2t> exp ()\Wt — 2t>

A2 A2
= exp (—2t> [)\EWt exp(AW;) — ?tE exp()\Wt)]

Lemat 4.1 )\2 2 )\2t )\2 )\2t . )\2
= exp( 2t> [)\ texp( 5 2texp 5 = 2t.

A2 K\? K? 1
E sup exp ()\WS — s) < ——1+

Stad

2 K—1le

Poniewaz nieréwnos¢ zachodzi dla wszystkich K > 1, to mamy réwniez

A2 K\? K? 1
E sup exp ()\WS — 23) < inf (t + ) .

s<t K>1 2 K—1le

Wstawiajac K = 2 otrzymujemy natomiast’

A2 5, 4
E sup exp )\Ws—?s <At +

s<t (&

O

ale otrzymane wowczas

"Mozna latwo pokazaé, ze infimum jest przyjmowane dla K = 1 + ,/ﬁ,

oszacowanie ma skomplikowana postac.

26



4.2. Procesy Bessela

Zdefiniuje teraz klase proceséw Bessela. W tym celu wprowadze najpierw klase proceséw

BESQ’(x).

Definicja 4.1. Niech (Wi)i>o bedzie standardowym procesem Wienera. Dla kazdej 6 > 0
i x>0, (jedyne) rozwigzanie stochastycznego réwnania rézniczkowego

t
Zy=x+2 / V2 dWs + 0t (4.2)
0

nazywamy kwadratem procesu Bessela o wymiarze § i startujgcym z x (ozn. BESQ’(x)).

Aby upewni¢ sie, ze definicja jest poprawna, nalezy wykazaé istnienie i jedyno$é rozwia-
zania oraz nieujemno$¢ procesu (Z;),, . Zapisujac réwnanie w nieco innej formie
=

dZt == O'(t, Zt)th + b(t, Zt)dt, ZO =,

gdzie o(t, x) = 2v/z 1 b(t, z) = ¢, widaé, ze istnienie i jedynos$é rozwiazania wynika z od-
powiednich twierdzen o istnieniu i jednoznacznosci rozwiazania stochastycznego rownania
rézniczkowego (zachodzi bowiem |o(s, ) — o(s, y)|? < p(|r — y|), gdzie p jest funkcja bore-
lowska z (0, co) w siebie taka, ze [)+ % = oo oraz funkcja b jest lipschitzowska - zobacz
Twierdzenie 3.5 w rozdziale IX str. 390 w [Rev99]). Nieujemnosé rozwigzania wynika z fak-
tu, ze dla 6 = z = 0 jedynym rozwiazaniem (4.2) jest proces zerowy oraz dla dowolnych
§ >0, z > 0 zachodzi = + 2f0t VZdWg + 6t > 0 + 2f0t VZ,dWy + 0. Na mocy Twierdze-
nia 3.7 z rozdzialu IX str. 394 w [Rev99] rozwiazanie (Z;);>0 réwnania (4.2) spelnia zatem
P(Z; > 0 dla kazdego t > 0) = 1, czyli proces jest nieujemny prawie na pewno.

Do dalszych rozwazan przydatny bedzie jeszcze nastepujacy fakt z [Rev99).

Fakt 4.1. Dla procesu (Z;)iso 2 klasy BESQ’(x), 6 > 2, & > 0, zbiér {0} jest polarny, tzn.
P(3t > 02, =0) =0.

Po wprowadzeniu klasy BESQ‘s(m), mozna zdefiniowa¢ klase procesow Bessela.

Definicja 4.2. Niech (Z;)i>0 bedzie procesem z klasy BESQ (a?), a > 0, § > 0. Procesem
Bessela o wymiarze 6 i startujgcym z a nazywamy proces (pt)e=o0 dany wzorem p; = /Z; dla
kaidego t > 0 (ozn. BES®(a)).

Dla § > 21 a > 0 mozna poda¢ odmienng charakteryzacje procesu Bessela, bedaca
konsekwencja wzoru Ito.

Stwierdzenie 4.2. Niech (Wy)i>0 bedzie standardowym procesem Wienera. Dla d > 2 ia > 0
proces (pt)e=o0 2 klasy BES° (a) jest rozwigzaniem stochastycznego réwnania rézniczkowego

t
i—1
pr=a+ Wi+ — /ps_lds. (4.3)
0

Dowdd. Dzieki uwadze poczynionej w Fakcie 4.1 mozemy zastosowaé wzor It6 do procesu
(Z1)>0 z klasyBESQ? (a?) i funkcji F(x) = v/z. Zauwazmy, ze proces (Z);>o jest ciaghym se-
mimartyngatem, proces (2 f(f vV stWs>t>0 jest jego czedcia martyngalowa oraz

(Z0) = (2 3 VZodWs) = 4 [} Zyds. Stad
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pt:\/Z:a+/t(2r)2de+/( >5ds ;]( 4Zr)4Z5ds

t t
5 /7
0

ds-a—i—Wt—i-i/p_lds
Powyzsze stwierdzenie jest rzeczywiscie charakteryzacja procesow Bessela wymiaru § > 2,
gdyz jedynosé rozwiazania réwnania (4.3) wynika z Twierdzenia 3.5 w rozdziale IX str. 390
w [Rev99].
Dla 6 € N, § > 2, proces Bessela startujacy z a > 0, ma bardziej intuicyjng postaé, tzn.
zachodzi nastepujacy fakt bedacy kolejna prostg konsekwencja wzoru It6 i wlasnosci procesu

Wienera?2.

+

o —__
oW
§

O]

Fakt 4.2. Jezeli (pt)i>0 jest procesem Bessela startujgcym za > 0 o wymiarze § € {2, 3, 4, ...},
to (p)i=0 = (Wi — all) =g, gdzie (Wi)i=o jest 6-wymiarowym procesem Wienera, tzn. Wy =

(Wt(l), Wt(z)7 e Wt(é)) dla kazdego t > 0, gdzie (Wt( ))t>0, dlai=1,2,.., 0, s¢g niezaleznyms
od siebie standardowymi procesami Wienera.

Ostatnie stwierdzenie poprzedzajace gléwny wynik tego rozdziatu uzasadnia zastosowanie
nieréwnosci (3.2) do procesu Bessela, ktéry podniesiony do odpowiedniej potegi staje sie
lokalnym martyngatem.

Stwierdzenie 4.3. Niech (p;)i>o bedzie procesem Bessela BES(a) dla 6 > 2 ia > 0. Wow-
czas proces (X¢)i>0 = (p§_5)t>o jest martyngalem lokalnym wzgledem naturalnej filtracyi.

Dowdd. Korzystamy po raz kolejny ze wzoru It6. Dzigki uwadze poczynionej w Fakcie 4.1
mozemy zastosowaé go do funkcji F(x) = 2279 i ciaglego, nieujemnego semimartyngalu
(pt)t>0. Ponadto wykorzystujemy charakteryzacje¢ ze Stwierdzenia 4.2.

t t
-1
= 2=0) [ ptawe 2= 0) [0 (et ) s
0 0

t

+;(2—5)(1—5)/p8_5ds:a2 s /pl AW, (4.4)
0

Poniewaz proces (ptl_(s)@o jest ciagly, to rzeczywiscie (pf_(s)@o jest martyngalem lokalnym.
]

Sformutujemy teraz gtowne stwierdzenie, bedace wnioskiem z Twierdzenia 3.2.
Stwierdzenie 4.4. Niech (pi)iso0 bedzie procesem Bessela BES’(a) dla 6 > 2 i a > 0.
Niech T bedzie momentem zatrzymania wzgledem filtracji generowanej przez (pi)i=o takim,

2
ze E (fOT p§_25d3> < oo. Wowczas dla dowolnego K > 1 zachodzt
K? 1

E 2—49 < KE 2—51 2—6 —
iggpt pr 08P T T

2Zobacz [Rev99)].
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Dowdd. 7 Stwierdzenia 4.3 wiemy, ze proces (p?—5)t>0 jest ciaglym martyngatem lokalnym,
zatem réwniez (p2r°)io jest ciaglym martyngalem lokalnym. Pokaze, ze (p2r?)is0 jest tak
naprawde martyngatem. Z réwnosci (4.4) wiemy, ze

tAT
ol = a0 2= 6) [ piaw,
0

zatem z stwierdzenia o zatrzymaniu calki stochastycznej i z wlasnosci catki wzgledem procesu
Wienera wystarczy wykazaé, ze proces (p%_‘S]I[OﬁT])@o spelnia

czyli

to za$ jest prawda na mocy zalozenia. Wiedzac, ze (,{)?A_T‘S )t>0 jest nieujemnym martyngatem,
ktéry spelnia zatozenia punktu (2) Twierdzenia 3.13 otrzymujemy

K% 1
K-1le

Esup i < K supEp} 2 log pfr) +
t>0 t>0

Mozemy teraz powtérzy¢é rozumowanie z dowodu Stwierdzenia 4.1 (uzycie nieréwnosci
Jensena) i wywnioskowaé, ze (pf/;fs log p?{f )t>0 jest podmartyngalem, w zwiazku z czym
SUp;>0 ]E,O?A_f log pf{f = Ep2~%log p2~°. To konczy dowdd stwierdzenia. O

Zauwazmy, ze teza powyzszego stwierdzenia zachodzi w szczegdlnosci dla momentéw za-
trzymania, ktére sa ograniczone p.n.. Np. biorac 7 = t otrzymujemy

K2 1
S

E 2-0 « KEp20] 2-6 =
i?f'o P 08 pE Tt e

Wyrazenie po prawej stronie nieréwnosci mozna ponadto zoptymalizowaé po wszystkich

K > 1, zatem teza Stwierdzenia 4.4 moglaby wygladaé¢ nastepujaco

K? 1
K—1lel|’

Esup p? % < [i(nfl KEp?>~%log p?~° + (4.5)
>

t<T

*Mamy bowiem (pf;2)? = (2 — §)* (f s

2
o ) , co jest catkowalne na mocy zalozenia.
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Podsumowanie

W pracy przedstawitem metode funkcji specjalnych Burkholdera i udowodnitem przy jej
wykorzystaniu nier6wnos$é (x) dla procesu (X, Ft)t>0 bedacego nieujemnym i ciaglym pod-
martyngatem lub martyngatem lokalnym:

Esup |X;| < K sup E|X,|log| X,| + L(K), (%)
t=0 TeT

gdzie T jest zbiorem wszystkich ograniczonych momentéw zatrzymania adaptowalnych do
filtracji generowanej przez proces (X¢)i>0. Jezeli proces (X¢)¢>0 jest nieujemnym i ciaglym
martyngatem calkowalnym z kwadratem takim, ze dla kazdego t > 0 zachodzi E(X;)? < oo,
to ponadto
Esup | X¢| < KsupE|X;|log|X:| + L(K).
>0 >0

Pokazatem réwniez, ze nieréwnosé nie zachodzi dla K < 1 oraz ze dla kazdego K > 1 stala
2
L(K) = %é jest optymalna.

Zaprezentowalem nastepnie dwa zastosowania nieréwnosci (*). Pierwszy przyklad dotyczy
martyngalu wyktadniczego (exp ()\Wt — ’\2—275)) ¢t>0 dla A > 0. Dla dowolnego ¢ > 0 prawdziwa
jest nier6wnosé (4.1)

22 ., 4

Esupexp(AW,; — —s) < A\t + —.

s<t 2 €
W ramach drugiego przykladu zdefiniowalem proces Bessela (pt)i>0 0 wymiarze 6 > 0 star-
tujacy z a > 0 i pokazalem, ze dla 6 > 2, a > 0 i momentu zatrzymania 7 takiego, ze

2
E ( OTpf,_%ds) < 00, proces (p3?)i>0 jest martyngatem i zachodzi nieréwnosé (4.5)

K? 1
E 270 < inf |KEp2 ®logp2 0 + ——— .
iggpt S b pr logpr " + K_1le
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